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Ein nichtlineares anisotropes Materialmodell auf der Basis der
Hencky-Dehnung und der logarithmischen Rate zur Beschrei-
bung duktiler Schädigung
N. C. Bongmba, H. Schütte
Ein nichtlineares, dreidimensionales und anisotropes Sehddigungsmodell wird vorgestellt. Basis des
Modells ist der Rahmen für finite Elastoplastizität von Xiao, Bruhns 6 Meyers. Von entscheidender
Bedeutung für die Modellierung ist eine doppelte Interpretation des Schädigungsparameters. Für die
thermodgnamischen Betrachtungen wird der Schädigungsparameter als eine interne Zustandsuariable
betrachtet. Zur Modellierung der schädigungsinduzierten Anisotropie wird er als ein sich mit der De-
formation entwickelnder Struktur- oder Materialtensor interpretiert. Schädigungsmodellierung reduziert
sich damit auf die Formulierung von Euolutionsgleichungen, die Festlegung von Versagenskriterien und
die Bestimmung von Materialkonstanten.
1 Einleitung
Strukturen und Konstruktionen, die ständig einer mechanischen, thermischen und/oder chemischen Be—
lastung unterliegen, können nach einer bestimmten Zeit versagen. Durch die Belastung tritt dann eine
von der Belastung, den Materialeigenschaften und der Zeit abhängige Abnahme der Tragfähigkeit der
Struktur ein, die mit dem Versagen der Struktur endet. Die Abnahme der Tragfähigkeit wird Schädigung
oder Deterioration genannt. In experimentellen Untersuchungen hat man festgestellt, dass die Abnah-
me der Tragfähigkeit durch die Entstehung und Ausbreitung von Mikrodefektcn, wie Poren, Rissen und
Scherbändern auf der Mikroebene, verursacht wird. Diese Mikrodefekte entstehen an Schwachstellen wie
z.B. Korngrenzen, Leerstellen, eingeschlossenen Partikeln, Hindernissen gegen die Bewegung von Ver—
setzungen oder schon vorhandenen Mikrodefekten. Die Entstehung und das Wachstum von Poren und
anderen Mikrodefekten während eines Schädigungsvorgangs sind in der Regel - egal um welche Art von
Schädigung es sich handelt — anisotrope Phänomene, da diese entscheidend von der Richtung der aufge—
brachten Spannungen oder Dehnungen abhängen. Experimentelle Ergebnisse von Leckie und Hayhurst
(1974) zeigen, dass bei Kriechschädigung in Polykristallen die Mikrodefekte, obwohl sie makroskopisch
gesehen homogen verteilt sind, überwiegend nur an Korngrenzen entstehen, und zwar an den Korngren-
zen, die senkrecht zur Hauptspannungsrichtung stehen. Abgesehen also von dem einfachen aber nicht
trivialen Sonderfall, in dem das Material anfänglich isotrop und die entstehenden Mikrodefekte gleich
verteilte, kugelförmige Poren sind, ist jedes geschädigte Material anisotrop. MakroskOpisch können sich
diese Defekte — abhängig von der Art der Schädigung — in der Veränderung eines oder mehrehrer der
folgenden makroskopischen Eigenschaften bemerkbar machen: Elastizitätsmodul, Fließspannung, Dichte,
und viele anderen Eigenschaften.
Mit seinem eindimensionalen Modell zur Beschreibung vom Kriechverhalten hat Kachanov (1958) das er—
ste phänomenologische Schädigungsmodell vorgestellt. Dieses Modell wird generell akzeptiert und bildet
die Basis der Schädigungsmechanik. Erweiterungen des eindimensionalen Modells von Kachanov (1958)
auf den dreidimensionalen Spannungszustand wurden für isotrope Schädigung z. B. von Davison u.a.
(1977), Leckie und Hayhurst (1974), Lemaitre und Chaboche (1978, 1990), Lemaitre (1985a, 1985b) und
Chaboche (1988, 1998) vorgenommen. Anisotrope Modelle mit einem Tensor zweiter Stufe als Schädi—
gungsparameter wurden von Cordebois und Sidoroff (1979), Dragon und Mroz (1979), Sidoroff (1981),
Murakami und Ohno (1981), Betten (1982) und Murakami (1988) vorgeschlagen.
Die oben genannten isotropen Schädigungsmodelle liefern zum Teil keine befriedigenden Ergebnisse, da
sie in Experimenten festgestellte Veränderung der Querkontraktionszahl auf Grund der Schädigung nicht
wiedergeben können. Rabier (1989) und Ju (1990) haben als erste auf diese Schwäche hingewiesen und
zeigen in ihren Arbeiten, wie man sie behebt. In dem Modell von Rabier (1989) wird z. B., unter Zuhilfe—
nahme von Ergebnissen aus der Mikromechanik, eine direkte Abhängigkeit der zwei Materialparameter
für isotropes Materialverhalten von der skalarwertigen Schädigungsvariable postuliert.
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Bei den anisotropen Schädigungsmodellen geht man so vor, dass man Kachanov (1958) folgend eine
verallgemeinerte Effektivspannung entweder berechnet oder postuliert. Dann wird mit Hilfe der Hypothese
der Verzerrungsäquivalenz oder ähnlichen Hypothesen 7 siehe Lemaitre und Chaboche (1990) 7 das
Verhalten des geschädigten Materials bestimmt. Meistens stellt sich aber bei diesen Modellen heraus,
dass die Effektivspannung nicht symmetrisch ist. Eine Symmetrisierung wird dann nach verschiedenen
Symmetrisicrungsvorschriften durchgeführt.
Das grundlegende Problem mit anisotropen Effektivspannungs—Schädigungmodellen ist folgendes: geht
man z. B. wie bei Murakami (1988) vor, ist die Effektivspannung
‚7* = (1 — d)-Ta (1)
eine Art 1. Piola—Kirchhoffscher Spannungstensor. Hier bezeichnet d den Schädigungstensor zweiter Stufe,
1 den shifter zweiter Stufe und o' den Cauchyschen Spannungstensor. (7* — genauso wie d v ist deshalb ein
Zweipunkt-Tensor und stellt eine bilineare Abbildung zwischen der Momentankonfiguration und einer fik—
tiven ungeschädigten Konfiguration dar. Da der Effektivspannungstensor (1) nicht symmetrisch ist, wird
er allgemein als ungeeignet für das Effektivspannungskonzept betrachtet. Murakami (1988) und Muraka—
mi und Ohno (1981) schlagen deshalb vor, nur den symmetrischen Anteil von 0'* als Effektivspannung ä
zu definieren:
ä’ : ([1—d]_10'+a'[1~d]_1), (2)
2
wobei hier zusätzlich angenommen wird, dass der Schädigungstensor symmetrisch ist. Weitere Symmetri-
sierungsvorschläge wurden von Cordebois und Sidoroff (1979), Sidoroff (1981) sowie von Chow und Wang
(1987) gemacht.
Man beachte, dass auch für eine Theorie kleiner Formänderungen die Effektivspannung 0* nicht symme-
trisch sein kann. Denn Symmetrie von 0* würde bedeuten, dass die beiden Konfigurationen gleich gesetzt
werden (siehe Marsden und Hughes, 1983). Weiterhin kann durch eine ähnliche Vorgehensweise wie in
der Arbeit von Murakami (1988) der symmetrische Spannungstensor
s* = [det(1 — d)]%(1 — d)—Ta(1 _ (1)-1, (3)
eine Art 2. Piola—Kirchhoffscher Spannungstensor, hergeleitet werden. S" ist vollständig in der fiktiven
ungeschädigten Konfiguration definiert. Keine der in der Literatur verwendeten symmetrisierten Effek-
tivspannungen ist mit diesem Spannungsmaß identisch. Des Weiteren lässt sich zeigen, dass trotz der
Symmetrisierung diese Modelle für isotropes Verhalten nicht in der Lage sind, eine Änderung der Quer—
kontraktionszahl wiederzugeben.
Ziel dieser Arbeit ist die Präsentation eines nichtlinearen, anisotropen Materialmodells zur Beschrei—
bung duktiler Schädigung, ein Phänomen, das überwiegend in metallischen Werkstoffen auftritt und
mit großen inelastischen Formänderungen verbunden ist. Das Materialmodcll ist für die Beschreibung
von Lokalisierung und Makrorissbildung in metallischen Werkstoffen vorgesehen. Der Rahmen für finite
Elastoplastizität von Xiao u.a. (2000) ist nicht auf eine bestimmte Materialsymmetrie beschränkt und
deshalb gut geeignet für die Schädigungsmodellierung, siehe auch Bruhns u.a. (2000). Dieser Rahmen
wird hier deshalb als Basis für das Schädigungsmodell verwendet, d.h. Dehnungsv und Spannungsmaße
sind die logarithmischen Henckyschen Dehnungstensoren und ihre arbeitskonjugierten Spannungen. Für
die Ratenformulierung von konstitutiven Beziehungen wird die logarithmische Rate verwendet. Außer—
dem wird eine additive Aufspaltung der Verzerrungsgeschwindigkeit mit der multiplikativen Zerlegung
des Deformationsgradienten kombiniert.
Als Schädigungsparameter wird ein symmetrischer, positiv semi-definiter Tensor zweiter Stufe verwendet.
Zusätzlich zu der klassischen Interpretation des Schädigungsparameters als eine interne Zustandsvariable
wird er hier auch als ein allgemein und mit der Deformation sich entwickelnder Struktur— oder Materi—
altensor betrachtet. Diese Interpretation erlaubt, die Schädigungsmodellierung auf folgende Punkte zu
reduzieren: auf die Formulierung von thermodynamisch konsistenten Evolutionsgleichungen, die Bestim-
mung von kritischen Werten für den Schädigungsparameter (d.h. Festlegung von Versagenskriterien)
und die Bestimmung von Materialkonstanten. Dabei kann zur Beschreibung von schädigungsinduzierter
Anisotropie auf Ergebnisse zur Modellierung von stark anisotropen Materialien zurückgegriffen werden.
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Auf der Basis der Thermodynamik mit internen Zustandsvariablen lassen sich Einschränkungen an die
Gestalt der konstitutiven Gleichungen angeben.
Das hier vorgestellte Materialmodell kann sowohl die Veränderung des Elastizitatsmoduls als auch die der
Querkontraktionszahl wiedergeben. Außerdem verschwinden für das Schädigungsmodell die Diskrepan-
zen zwischen der Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeit und des Deformationsgradienten (siehe Xiao
u.a., 2000). Des Weiteren wird für die multiplikative Zerlegung des Deformationsgraclienten die Objekti—
vitätsforderung im allgemeinen Sinne von Naghdi (1990) erfüllt, und das Materialmodell ist kinematisch
konsistent in dem Sinne, dass der elastische Anteil und der inelastische Anteil des Deformationsgradien»
ten und alle mit ihnen zusammenhängenden kinematischen Größen konsistent und eindeutig bestimmt
werden können (Xiao u.a., 2000).
Ein kurzer Abriß der Arbeit sieht wie folgt aus: in Abschnitt 2 wird die in der Arbeit verwendete Notation
zusammengestellt. Die logarithmische Rate und die verwendeten Spannungs— und Dehnungsmaße werden
in den Abschnitten 3 und 4 eingeführt. In Abschnitt 5 wird zuerst auf die Zerlegung des Deformations-
gradienten und der Verzerrungsgeschwindigkeit bei großen inelastischen Formänderungen eingegangen.
Anschließend wird die Motivation für die neue Interpretation des Schädigungsparameters als Strukturten—
sor und die Wahl dieses Parameters als Tensor zweiter Stufe gegeben. Danach wird die Konstitutivbezie—
hung für elastisches Materialverhalten vorgestellt. Die Darstellung für das komplementäre hyperelastische
Potential wird angegeben. Anschließend wird auf die Ratenformulierung des elastischen Stoffgesetzes ein-
gegangen und die konkrete Form des Gibbsschen Potentials angegeben. Es folgt dann der Einfluß der
Schädigung auf das plastische Materialverhalten; ausführlich wird auf die Herleitung einer anisotropen
Fließbedingung und die Anpassung dieser Funktion an die Gurson-Fließfunktion eingegangen. Schließlich
werden Be- und Entlastungsbedingung und die Evolutionsgleichungen beschrieben. Im Abschnitt 6 wird
schließlich ein nurnerisches Beispiel angeführt, das die Leistungsfähigkeit des Materialmodells zeigt.
2 Kinematische Grundlagen
Seien A ein Tensor zweiter Stufe und Q ein Drehtensor, so gelte die Notation Q a: A = QAQT (Xiao
u.a., 2000). Damit lauten die Verknüpfungen zwischen dem rechten Strecktensor U und dem linken
Strecktensor V sowie zwischen der materiellen Zeitableitung Ü von U und der Green—Naghdi Rate VR
von V wie folgt
iRT *v] = v + VQR' — QR‘G, o“ : RRT, (4)V=R*U, UzRT*\O/R, {IRzRJK lt
C
 
wob ei R den Rotationstensor aus der Polarzerlegung des Deformationsgradienten F bezeichnet. Die Spektv
raldarstellungen des linken Cauchy—Green Tensors B : VA2 : FFT und des rechten Cauchy—Green Tensors
C : U2 : FTF lauten
n 'I'l n
B:2x„B„‚ szxcrcm B„:6„11+H&}4‚ C.‚:RT*B„. (5)
0:1 0:1 Tig X0 X-r
Hierin bezeichnen X0 die Eigenwerte von B und C. Die BU (CU) kennzeichnen die Eigenprojektionen
von B (C), die auch im Falle mehrfacher Eigenwerte eindeutig aus der Sylvesterformel (5)3 bestimmt
werden können; n kennzeichnet die Anzahl ungleicher Eigenwerte, 1 ab hier den Einheitstensor zweiter
Stufe und 6M das Kronecker—Delta. Für n : 1 verschwindet das durch #T gekennzeichnete Produkt.
Im Folgenden bezeichnen L, D und W den Geschwindigkeitsgradienten, die Verzerrungsgeschwindigkeit
und den Drehgeschwindigkeitstensor.
3 Dehnung- und Spannungsmaße
Im Rahmen der Elastoplastizitat von Xiao u.a. (2000) werden als Dehnungsmaße die referentiellen und
räumlichen Henckyschen Dehnungstensoren
7L
1 n 1 1 1
H_5inc_;51nx„c„, h_5lnB_Zälnx„B„ (6)
(7:1
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verwendet. Die Henckyschen Dehnungstensoren stellen eine dreidimensionale oder tensoriellc Verallgee
meinerung der eindimensionalen natürlichen Dehnung dar.
Die Spannung
n
_1 _1 Xa 7 Xfi: ‚ ———— B B 77T Z X0 X5 (lnXa _lnxß) aT ['3 ( )
eine Eulersche Größe7 bildet mit dem räumlichen Henckyschen Dehnungstensor h unabhängig von den
jeweiligen Symmetrieeigenschaften des betrachteten Materials ein arbeitskonjugiertes Paar (Xiao u.a.‚
1998b). Hierin bezeichnet 7- den Kirchhoflschen Spannungstensor. Die Rückwahrtsdrehung von 7T mit R
ergibt den Lagrangeschen Spannungstensor
_ T _ n —1—1 Xa—Xfi ~ ~__ TH—R *7r— Z Xa X5 CaTCß, T—R *‘r, (8)
a‚ß:1
der mit dem referentiellen Henckyschen Dehnungstensor H unabhängig von den jeweiligen Symmetrieei—
genschaften des betrachteten Materials ein arbeitskonjugiertes Paar bildet.
4 Logarithmische Rate
Die mitrotierende Zeitableitung des räumlichen Henckyschen Dehnungstensors h mit dem logarithmischen
Spintensor
nL0g2W+ + 2 >B0DBT:W+NLOg
(We 1‘ (XU/XT) ln(X<r/XT)
liefert die Verzerrungsgeschwindigkeit D (Xiao u.a.‚ 1997a, 1997b)
hLOg = h + hnLOg — Hugh z D. (10)
Die logarithmische Rotation (Log-Rotation) wird aus der linearen tensoriellen Differentialgleichung
RLog : _RLogQL0g, RLogltzo : 1 (ll)
bestimmt. Zwischen der logarithmischen Rate (Log—Rate) und der Green—Naghdi—Rate GR einer Euler—
schon Größe G besteht der folgende Zusammenhang
(3W : (ER + GQLR — QLRG, (12)
wobei QLR' hier die Differenz aus dem Log—Spin QLOg und dem Polar—Spin QR bezeichnet. Für moderate
Verzerrungen sind der Log—Spin und der Polar-Spin näherungsweise identisch.
Für einen beliebigen Eulerschen Tensor zweiter Stufe G gelten die folgenden Beziehungen
t
RLOg ü: G = RL°g *éMg, G = (RL0g)T * / RLOg * éLOEds. (13)
'0
Die Gleichung (13) lässt auch die folgende Interpretation zu: die (Eulersche) Größe (03mg wird in die
Lagrangesche Konfiguration zurückgedreht; dort wird das Integral gebildet und das Ergebnis dann an-
schließend wieder nach vorne in die Eulersche Konfiguration gedreht. Sie stellt damit die Formel oder das
Rezept für die mitrotierende Integration dar.
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Bild 1: Deformation eines Körpers mit Anfangs—, Momentan— und Zwischenkonfiguration Eo, B und
B. In Bo sei das Material ungeschädigt und isotrop.
5 Konstititutive Gleichungen
5.1 Zerlegung der finiten Deformation
Um die elastischen Anteile der Deformation von den inelastischen Anteilen zu trennen, wird hier nach
Kröner (1960) und Lee (1969) 7 und als Teil des konstitutiven Gesetzes 7 die multiplikative Zerlegung
des Deformationsgradienten angenommen
F : FeFi. (14)
Fe bezeichnet den rein elastischen Anteil von F und Fi den inelastischen Anteil als Folge von rein pla-
stischer Formänderung oder plastischer Formänderung mit Schädigung. Fe stellt eine Abbildung von
der Zwischenkonfiguration B in die Momentankonfiguration B dar und Fi bildet ein Linienelement der
Referenzkonfiguration 80 in die Zwischenkonfiguration B ab (siehe Bild 1). Man beachte, dass die multie
plikative Zerlegung (14) nur bis auf eine beliebige Rotation der Zwischenkonfiguration eindeutig ist.
Als weitere konstitutive Annahme wird — Xiao u.a. (2000) folgend — zusätzlich zu der multiplikativen
Zerlegung des Deformationsgradienten (14) von einer additiven Zerlegung der Verzerrungsgeschwindigkeit
D in einen elastischen Anteil De und einen elastisch-inelastischen Anteil Del ausgegangen
D r. De + Dei. (15)
Die einzig sinnvolle und natürliche Verknüpfung zwischen der additiven Zerlegung der Verzerrungsge—
schwindigkeit (15) und der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten (14) wird durch die
Beziehung
De = sym(FeF—e), Dei : sym(FeFiF-*F—e) (16)
gegeben, wobei sym(o) hier den symmetrischen Anteil von (o) bezeichnet.
Xiao u.a. (2000) haben gezeigt, dass wenn man - wie hier - die multiplikative Zerlegung von F mit der
additiven Aufteilung von D kombiniert und eine geeignete elastische Beziehung für den linken elasti—
schen Strecktensor Ve angibt, Fe und Fi und alle mit ihnen zusammenhängenden kinematischen Größen
konsistent und eindeutig bestimmt werden können (siehe auch Bruhns und Bongmba, 2000).
5.2 Schädigungsvariable
Es wird hier angenommen, dass das Material in der spannungsfreien Ausgangskonfiguration mikrode—
fektfrei und isotrop sei. Durch die Schädigung entstehen Mikrodefekte, die eine Veränderung der Ma-
terialsymmetrie hervorrufen (siehe Bild 1). ln einem makroskopischen, phänomenologischen Rahmen ist
die durch Schädigung induzierte Anisotropie nach Belastungsende von der materiellen Anisotropie nicht
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mehr zu unterscheiden. Sie kann deshalb als eine materielle oder mikrostrukturelle Anisotropie behandelt
werden. -
Zur Beschreibung mikrostruktureller AnisotrOpie, die sich mit der Deformation des Materials nicht weiter—
entwickelt, werden im Allgemeinen Struktur— oder Materialtensoren verwendet, siehe Doyle und Ericksen
(1956), Spencer (1984), Boehler (1987). Letzterer verwendet z. B. die Materialtensoren
wobei (n1,n2, n3) drei orthonormale Eulersche Vektoren bezeichnen, d.h. : 1 und n, in]- : (5,). Der
Strukturtensor ist im Allgemeinen ortsabhängig, d.h. mij : mij(x). Der entsprechende Lagrangesche
Materialtensor Mij : RT*m,j (X), der aus der Rückwährtsdrehung von mij entsteht, wird üblicherweise
als zeitunabhängig angesehen.
Durch die Aufnahme von In = m11 in das elastische Potential, in die Fließbedingung und in das Fließpo—
tential lässt sich ein in n1—Richtung faserverstärktes Material modellieren. Für ein orthotropes Material
verwendet man die Menge In = {m11,m22,m33}. Die vollständigen Ergebnisse für die hier genannten
Fälle können z. B. der Arbeit von Spencer (1984) entnommen werden.
Zur Berücksichtigung der Schädigung wird hier ein (Eulerscher) symmetrischer, positiv semi-definiter
Tensor zweiter Stufe d als Schädigungsparameter eingeführt. Die Strukturtensoren in Gleichung (17)
stellen ein Basissystem dar. Der Schädigungstensor kann in der Form
d 2 mij
angegeben werden, wobei dij die Komponenten des Schädigungstensors bezüglich (17) darstellen. Der
Schädigungstensor kann deshalb als ein allgemeiner und sich mit der Deformation entwickelnder Materi-
altensor angesehen werden.
Aus dieser Interpretation folgt z. B., dass zur Beschreibung von schädigungsinduzierter Anisotropie auf Er-
gebnisse zurückgegriffen werden kann, die mit Strukturtensoren und zur Modellierung von faserverstärk-
ten Werkstoffen hergeleitet wurden. Die im Folgenden vorgestellte Schädigungsmodellierung geschieht
deshalb in Anlehnung an die Arbeiten von Spencer (1984) und Boehler (1987a, 1987b). Damit lässt sich
auch auf natürliche Weise eine Beziehung für die Transformation des Schädigungstensors zwischen den
verschiedenen Konfigurationen angeben.
Der Tensor enthält zusätzlich zu dem trivialen Fall d : 0, in dem das Material defektfrei ist, zwei wichtige
Sonderfälle: der erste liegt vor, wenn sich die Schädigung so entwickelt, dass nur eine Komponente des
Schädigungstensors, z. B. du : d, von Null verschieden ist. Es gilt dann
d:d(n] ®Il]).
Diese Form entspricht dem vektoriellen Schädigungsparameter und dem Strukturtensor zur Modellierung
von transversaler Isotropie. Im zweiten Sonderfall entspricht er dem Kugeltensor
d : d 1. (20)
In diesem Fall liegt dann isotrope Schädigung vor.
Ändert sich die Belastungsrichtung z. B. von Zug auf Druck kann die Schädigung inaktiv werden, da
sich die Mikrodefekte schließen. Im geschlossenen Zustand beeinflussen die Mikrodefekte die elastische
Eigenschaft des Materials nicht mehr. Zur Modellierung dieses Effektes bzw. Berechnung des aktiven
Anteils d+ des Schädigungstensors d wird hier nach Ortiz (1985) - siehe auch Hansen und Schreyer
(1995) sowie Qi und Bertram (1997, 1998, 1999) - vorgegangen mit dem Unterscheid, dass wir für die
Spektraldarstellungen aufgrund der eindeutigen Definition Eigenprojektionen verwenden. Im Folgenden
ist mit Schädigungsvariable oder —tensor immer der aktive Anteil der Schädigungsvariable gemeint und
zur Vereinfachung der Notation wird d für d+ verwendet.
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5.3 Konstitutive Gleichungen
Zur Herleitung der konstitutiven Gleichungen und der thermodynamischen Einschränkungen auf die Ma-
terialkonstanten und —funktionen wird der Schädigungsparameter d zusätzlich zu den Variablen a und K
zur Beschreibung einer kinematischen bzw. einer isotropen Verfestigung als eine interne Zustandsvariable
betrachtet
a: {04,16, d}. (21)
Die spezifische freie Enthalpie (das Gibbssche Potential) (I) Wird als eine eindeutige Funktion der Span—
nung 7r und der internen Zustandsvariablen a angenommen. Für isotherme Prozesse können wir dann
(Lehmann, 1989) von der folgenden additiven Zerlegung von (I) ausgehen
<I> : c1>e(7r, d) + <1>i(a). (22)
(be bezeichnet hierin den reversiblen Anteil der freien Enthalpie und (Pi den inelastischen Anteil. (1)8
hängt von der Spannung und der Schädigungsvariablen ab. Mit Gleichung (10) sowie (15) und nach
einem Standard—Verfahren von Coleman und Noll (1963) erhält man die (hyper)elastische Beziehung
1 82
he : —l Be 2 — 23
2 n a 71'
( )
und die Dissipations-Ungleichung
7r 11361441082 .äLOE 2 0’ (24)
Ö a
wobei E = ,00<I>e das komplementäre hyperelastische Potential bezeichnet und po Dichte des Materials in
der Referenzkonfiguration.
Aus der hyperelastischen Form des elastischen Stoffgesetzes kann man im Allgemeinen nur den (lin—
ken) Strecktensor Ve bestimmen und demzufolge den Deformationsgradienten nicht eindeutig festlegen.
Nach Lemma A in Xiao u.a. (2000) lässt sich der Deformationsgradient F+(t) eindeutig bestimmen,
falls V+(t)7 die Verzerrungsgeschwindigkeit D+(t) und der Anfangswert F+(0) von F vorgegeben sind.
Hier soll deshalb zur eindeutigen Festlegung von Fe zusätzlich zu (23) die konstitutive Beziehung für
die Verzerrungsgeschwindigkeit De (Ratenform des elastischen Stoffgesetzes) angegeben werden. Auf den
elastisch-inelastischen Anteil der Verzerrungsgeschwindigkeit kommen wir dann in Abschnitt 5.5 zurück,
Wenn wir den Zusammenhang (12) zwischen der Log-Rate und der Green—Naghdi—Rate verwenden, kann
das elastische Stoffgesetz (23) in der Form
De = (6 20/6701“ + (a 2/6709“ _ 9Lva 2/877) (25)
angegeben werden. In einem Bezugssystem, das sich mit dem Polar-Spin dreht, bleiben die Materialsym—
metrien aufgrund der Deformation unverändert. Folglich kann von der Kettenregel in der Form
0
W=n : 7% + [62 2/(871- öd)] : 51R (n = a2 man am) (26)
Gebrauch gemacht werden und für die elastische Verzerrungsgeschwindigkeit folgt die Beziehung
De 2 Deo + Ded (27)
mit
D80 = 11» 17234-011) : „mm — amen: : 7r), Ded z (a? man 8d)] zdR. (28)
Der Anteil Deo der Verzerrungsgeschwindigkeit ist dabei rein elastisch, und der Anteil Ded ist schädi—
gungsinduziert. Folglich unterscheidet sich die Beziehung (27) von der Gleichung (35) in Xiao u.a. (2000)
nur durch das zweite Glied auf der rechten Seite, das hier als Folge der Schädigung auftritt.
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5.4 Gibbssches Potential und Dissipationspotential
Nach dem Prinzip der materiellen Objektivität bleibt das komplementäre hyperelastische Potential Z
bei einer Beobachtertransformation unverändert. Der Spannungstensor 7r und der Schädigungstensor d
sind objektive Eulersche Tensoren. E muss deshalb für jeden beliebigen orthogonalen Drehtensor Q der
lnvarianzbedingung
Z(7r,d) = E(Q*7r,Q*d) (29)
genügen. Das hyperelastische Potential E ist also eine isotrope Tensorfunktion von 7r und d und ist nach
dem Darstellungssatz für isotrope Tensorfunktionen eine Funktion der 10 Grundinvarianten (Gleichung
(11.22) in Truesdell und Noll, 1965). Daraus lässt sich unter Berücksichtigung nur linearer Terme in d
die Näherungsfunktion
2 E :’r)1(tr(71'))2 + 2772 tr(71'2) + 2773 tr(7r) tr(7'rd) + 4774 tr(71'2d) (30)
für E konstruieren. Hier bezeichnen 771 7 774 Ansatzfreiwerte, die im Allgemeinen Funktion der Grundin—
varianten von 7r und d sind. Daraus folgt für den N achgiebigkeitstensor die Beziehung
Dijkl : 7715155“ + 772(5ik5jl + ÖilÖj/c) + 773(Öijdkl + Ökldij) + 774(Öz'kdjl + Öildjk + Öjkdil + Öfldikl (31)
Es wird hier angenommen, dass das ungeschädigte Material isotrop und mikrodefektfrei ist. Die additive
Aufspaltung des N achgiebigkeitstensors
n = n0 + Dd, (32)
DO I 7711 ® 1 + 277217 D217“ Z 773(Öz'jdkl + Ökldij) + 774(6ikdjl + éildjk + Öjkdil + Öjldik) (33)
in einen ungeschädigten oder isotropen Anteil D0 und einen schädigungsinduzierten Anteil lIDd ist durch
mikromechanische Modelle z. B. von Budiansky und O’Connel (1976) oder Horii und Nemat—Nasser (1983)
motiviert. Hier bezeichnet I[ den symmetrischen Einheitstensor vierter Stufe. Der Anteil D0 des N achgiee
bigkeitstensors ist die Inverse des Elastizitätstensors
C02A01®1+2p011 (34)
des ungeschädigten Materials. A0 und „0 bezeichnen die Lameschen Konstanten des ungeschädigten Ma—
terials. Zwischen A0 und ‚uo und 771 und 772 bestehen deshalb die folgenden Zusammenhänge
f
‚A0 1 i
2 ~— bzw, 0 1 ÄO m
m : 2770(3/\0 +2770)7 [’72 4/10 'u — 4779’ Z 772(11-6771).
Die zwei verbleibenden Materialparameter n3 und 774 müssen aus Experimenten bestimmt werden. Be—
achtet man dabei die Tatsache, dass die Schädigung die Steifigkeit einer Struktur verringert (d.h. die
Nachgiebigkeit vergrössert), kann davon ausgegangen werden, dass 773 und n4 positive Konstanten sein
müssen
Die Ungleichungen in (36) ergeben sich auch aus der Überlegung, dass für eine vorgegebene Spannung
7r das komplementäre hyperelastische Potential eines geschädigten Materials größer als das eines un—
geschädigten ist. Die Ungleichungen (36) sind thermodynamisch konsistent und Folgerungen aus dem 2.
Hauptsatz der Thermodynamik.
Mit Gleichung (30) folgt aus (23) die hyperelastische Beziehung
he:lD):7r, 7T:C:he.
Für isotropes Material und isotrope Schädigung entspricht die Spannung 7r dem Kirchhoffschen Span—
nungstensor T und ist deswegen mit he koaxial. In diesem Fall lässt sich das elastische Stoffgesetz in der
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Form
n
2
7T = /\tr(ane)1 + 2‚uane : Z — 5,14) ln Je + ‚ulnxä Bf, (38)
0:1
angeben, wobei k = Ä+2/ 3/1 hier den Kompressionsmodul des geschädigten Materials bezeichnet. X: sind
die Eigenwerte von Be und Bf, die entsprechenden orthonormalen Eigenprojektionen. Die Gleichung (38)
ohne Schädigung (k +—> k0, - - geht auf Hencky zurück. Sie ist zur Beschreibung von großen (moderaten
elastischen) Formänderungen unter Anderem von Anand (1986), Bathe (1996) und Schieck und Stumpf
(1995) verwendet worden.
Im Allgemeinen hängt der inelastische Anteil <I>i des Gibbsschen Potentials <I> von der Schädigungsvariable
und den Verfestigungsvariablen ab. Nach Lehmann (1989) wird der Einfachheit halber davon ausgegangen,
dass <19 nicht explizit von der Schädigungsvariable abhängt. Für <I>‘ wird deshalb das folgende Potential
verwendet
- 1
—p0(1)l I I‘Ikinäa Z a + K(K‚)‚
wobei Hkin den kinematischen Verfestigungsmodul bezeichnet. Man beachte7 dass a und K Funktionen der
Schädigungsvariable sind. Eine implizite Abhängigkeit des inelastischen Anteils des Gibbsschen Potentials
von der Schädigungsvariable ist demnach gegeben. Aus (39) und (30) erhalten wir die arbeitskonjugierten
Größen zu den Zustandsvariablen als
Y : n3t1'(7r)7r + 2774772, X = —H‚„-„ a, K’ : pgöK(H)/8K. (40)
Der elastische Bereich IE0 wird vom inelastischen Bereich im Spannungsraum durch eine konvexe Fläche,
die Fließfläche F = O, getrennt. Der elastische Bereich wird also definiert als
EU : {(7r‚a): F(7r,a) S 0}, (41)
wobei a die internen Zustandsvariablen bezeichnet. Die Fließfläche stellt im Spannungsraum eine Hye
per-flache mit Ursprung bei X dar. Mit der Interpretation des Schädigungsparameters als eines sich
entwickelnden Strukturtensors und durch eine analoge Vorgehensweise wie zur Herleitung des Nach—
giebigkeitstensors erhält man die folgende anisotrope Fließbedingung
F=7Teq-7T0"m/-KI(K), (42)
M = [WA 2 fr :4 : fr, 7*: = 715— X, m: (b0 +4113)%, 13 2 det(d). (43)
A : A0 + Ad, (44)
A0 z 411 e 1 + 2(4211, (45)
Agiij Z a35ijdkl + a45kldij + a5(5ikdfl + Öildjk + (Sjkdil + (Sfldik) + 06 (dijdkl)
+(a76ijdil + agdf-jökl) + ag(6jkdä + (Si/(4d?) + Öfldäk + (46)
Hierin sind a1 bis a9 sowie b0 und b1 Ansatzfreiwerte7 die im Allgemeinen Funktionen der lnvarianten
von fr und d sind. 770 ist die Anfangsfließspannung, eine Materialkonstante. Diese Aufspaltung des Ani-
sotropietensors entspricht prinzipiell der Zerlegung des Nachgiebigkeitstensors und ist dadurch motiviert
worden. Für die Fließbedingung des anfänglich isotropen Materials gilt
3 .
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mit 71" als Deviator von 7r. Damit ergeben sich die Materialkonstanten für den isotropen Anteil A0 von
A als '
a12-7Q5, agztx75 (48
und damit
A0: d—11®1) ' um
3N
I
C
O
Der isotrope Anteil A0 von A ist 7 bis auf den Vorfaktor 7 der deviatorische Projektionstensor Vierter
Stufe. Er projiziert den symmetrischen Spannungstensor 7r auf ä-fl".
Zur Bestimmung der verbleibenden Parameter greifen wir auf ein bestehendes Schädigungsmodell zurück.
Von Gurson (1977) wurde eine Fließbedingung für isotrope Schädigung entwickelt. Diese auf mikromecha—
nischer Basis entwickelte Fließbedingung ist z. B. erfolgreich zur Modellierung von Lokalisierung, Schere
bandbildung und Makrorissbildung in metallischen Werkstoffen eingesetzt worden (siehe Needleman und
Tvergaard (1984), Tvergaard (1982)). Deswegen wird zur Bestimmung der verbleibenden Materialkon»
stanten a3 7 a9 eine Übereinstimmung der hier hergeleiteten Fließbedingung mit der Fließbedingung von
Gurson (1977)
3 .
ng— 571"- +2q1f7räcosh7T Ä («12 Wie/e
.2 13 z] „Ol—wällanJ‘VL q1=1,5; q2=1,0; q3=1,5(50)
bei isotroper Schädigung verlangt. f ist hier der Porenvolumenanteil. Für die Beschreibung großer Form-
änderungen ist hier eine weitere Modifikation vorgenommen worden, indem die Cauchysche Spannung 0'
durch die Kirchhoffsche Spannung 7T ersetzt wurde. Für isotrope Schädigung ergibt sich keine Änderung
der Materialsymmetrien, und der Schädigungstensor ist ein Kugeltensor, siehe Gleichung (20). Als eine
weitere Annahme wird für isotrope Schädigung d als Porenvolumenanteil f interpretiert:
fzd 69
Man erhält, wenn man in (50) das Hyperbelkosinusglied durch seine Potenzreihenentwicklung ersetzt
(Voyiadjis und Kattan, 1992), die Näherung
. 7r2. . . .
FG : F0 +2q1f7rä —7l'äqäf2.
0
Mit Gleichung (20) ergibt sich die Vereinfachung
3
F:—-7r’ 7r’2 i]. ij + d [(2 (13 + 2da7)(tr(7r))2 + 4a5tr(7r2)] + d2 [a6 + 4mg] tr(71'2) — 7r§(b0 + b1d3) (53)
für die Fließfunktion (42). Für ein isotrop vorgeschädigtes Material, das einer eindimensionalen Belastung
unterliegt, folgt aus der Fließbedingung (50) die Beziehung
Ebzn3+2qwii+ggl—näi+fif%:0 an
bzw.
7r‘2 :w1(f)7rä, 1111(f):[172q1f+qff2][1+1/4q1f]—1. (55)
Für die weiteren Betrachtungen wird a6 gleich Null gesetzt. Für den gleichen Fall folgt aus (42) die
Beziehung
F I 71'2 + (2 (1,3 + 4615) f7'l'2 + (20,7 + 4&9) f27T2 - WäUJO + b1d3) = Ü,
die auch nach dem Quadrat der Spannung umgeformt werden kann:
71'2 Z’ll)2(f)7Tä, ’LU2(f) :[bo+b1f3][1+(2a3+4a5)f+(2a7+4ag) f2]—1.
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Bild 2: Wichtungsfunktionen 101 und Wg
Damit beide Fließfunktionen die gleiche Fließspannung aufweisen, müssen die Konstanten in der Wich—
tungsfunktion wg so bestimmt werden, dass w1 mit Wg übereinstimmt. Für den folgenden Satz von
Materialkonstanten
a3 : 70,50; a5 = 1,08; (17 = 72,25; a9 = 3,51; b0 = 1,00; b1: -8,00 (58)
stimmt die Funktion wg mit der Funktion w1 gut überein (siehe Bild 2). Die Materialkonstanten b0 und b1
sind so gewählt, dass die Funktion w2(d) für isotrope Schädigung und für einen Porenvolumenanteil von
d : 0, 5 verschwindet. In Bild 3 sind für den Sonderfall des ebenen Spannungszustands die Fließbedingung
FG von Gurson (1977) 7 durchgezogene Linie 7 und die hier hergeleitete Fließbedingung F 7 gebrochene
Linie 7 für einen Porenvolumenanteil von f : 0,10 und f = 0,15 dargestellt. Die Bilder zeigen eine
zufriedenstellende Übereinstimmung. In den Bildern wird zusätzlich die Fließfläche des ungeschädigten
Materials zum Vergleich dargestellt. Es ist klar erkennbar, dass sich bei isotroper Schädigung die Form
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Bild 3: FG und F bei einem Porenvolumenanteil von f : 0,10 (links) und f : 0,15 (rechts)
der Fließfläche nicht ändert. Fließen tritt zwar in allen Richtungen früher auf, was einer Schwächung
des Materials entspricht, die Hauptachsen der Ellipse werden durch die Schädigung aber nicht verändert
und die Symmetrie der Fließkurve bezüglich der Gerade 7n : 7n; bleibt erhalten. Der Fall, dass nur die
Komponente du des Schädigungstensors von Null verschieden ist7 ist in Bild 4 dargestellt. Man sieht.
dass sich die Hauptachsen der Fließellipse aufgrund der anisotropen Schädigung ändern und dass durch
die Materialschwächung Fließen in 71'1—Richtung früher auftritt als in fing-Richtung. Die Fließkurve hat
auch ihre Symmetrie bezüglich der Geraden 7r1 : m verloren.
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Bild 4: F für du 2 0, 10 (links) und du : 0,15 (rechts). Alle anderen Komponenten sind Null.
5.5 Evolutionsgleichungen
Für die Entwicklung der inelastischen Verzerrungen und der Verfestigungsvariablen werden Evolutions—
gleichungen vom Typ der assoziierten Plastizität verwendet
~ 8F A17?
DalzÄ—zÄ
3W Hflm
 
‚ [i = HDEiHA—l Z Ä, XLOg = Hkin Dei- (59)
Der Parameter /\ wird aus der Konsistenzbedingung F : 0 bestimmt und erfüllt die Be— und Entlastungs-
bedingung
Azd ng Aon mm
Gleichung (59); stellt die durch A—l induzierte Norm von Dei dar. Im schädigungsfreien Fall entspricht
diese Norm der Rate der plastischen Vergleichsdehnung. Aus der additiven Aufspaltung des Anisotropie-
tensors A ergibt sich mit der Fließregel (59)1 eine additive Aufspaltung von De‘ in einen isotropen rein
elastisch-plastischen Anteil Dep und einen schädigungsinduzierten Anteil Ded:
A027?
Hflm
Adzfi'Dei : Dep + [)ed7 Dep : A I
“Mm
, szA
 
(61)
Der Anteil Dep stellt den Gestaltänderungsanteil von Dei dar und D6d den Volumenänderungsanteil von
De‘. Wegen
(13A0)kl: 0 (62)
ist die Spur des isotropen Anteils Dep gleich Null, d.h. dieser Anteil ist isochor. Im Allgemeinen ver-
schwindet die Spur der inelastischen Verzerrungsgeschwindigkeit aber nur7 wenn der Schädigungstensor
Null ist und keine Schädigungsentwicklung vorliegt. Demnach ist inelastisches Materialverhalten immer
mit einer Volumenänderung verbunden, und die Inkompressibilität der klassischen Plastizitätstheorie liegt
nur dann vor7 wenn weder Schädigung noch Schädigungsentwicklung auftreten.
Experimentelle Untersuchungen von z. B. Cordebois und Sidorofi" (1979) und Feldmüller (1991) haben
gezeigt, dass Schädigung bei metallischen Werkstoffen erst bei (großen) plastischen Formänderungen
auftreten. Für duktile Schädigung kann deshalb für die Evolutionsgleichung der Schädigungsvariablen
von der folgenden tensoriellen Funktion ausgegangen werden
äL‘g :‚xa(ygn‚a„--). (63
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Feldmüller (1991) schlägt zur Modellierung von isotroper Schädigung die Beziehung
d = n IIDel MI (64)
als Ansatz für die Entwicklungsgleichung einer skalarwertigen Schädigungsvariablen d vor. 7} ist dabei
eine von der Schädigung und von der Temperatur abhängige Materialfunktion. In Tvergaard (1982) und
Needleman und Tvergaard (1984) Wird die Evolutionsgleichung f für die skalarwertige Schädigungsva—
riable in zwei Anteile aufgeteilt: einen Entstehungs— und einen Wachstumsanteil. Der Wachstumsanteil
fgmwth von ergibt sich aus der Inkompressibilität des Matrixrnaterials und ist direkt proportional zur
Spur von Del
fgrowth Z (1 ' Jahr (Dei).
(65)
Die Verbindung von Schädigung mit plastischer Forrnänderung in diesen Ansätzen ist offensichtlich. Der
Ansatz (63) kann deshalb als eine Verallgemeinerung dieser isotropen Modelle verstanden werden.
Der Schädigungstensor muss positiv semi—definit sein, da eine Heilung des Materials ausgeschlossen wird.
Die Evolutionsfunktion für die Schädigungsvariable muss demzufolge auch positiv semiedefinit sein. Hier
wird angenommen, dass die Entwicklung der Schädigungsvariablen tensoriell von Y+, 7r und d abhängt.
Der Einfachheit halber wird der Ansatz auf die folgende lineare Form beschränkt
äLog = /\ [511 + 52w] , (66)
wobei ßl und [52 Ansatzfreiwerte bezeichnen. Y+ ist die positive Projektion von Y. Damit der Schädi—
gungstensor positiv semi—definit bleibt, muss
‚51 Z 07 ßz Z 0 (67)
gelten. Die konkreten Formen dieser Materialfunktionen sind (auch) aus Experimenten zu bestimmen.
Man beachte, dass man mit
ei
52 = 07 M1 = 77 HD III (68)
das Modell von Feldmüller (1991) erhält und mit
[52 z 07 Z fgrowth (69)
das Modell von Gurson (1977). Mit zunehmender Deformation wird die Schädigung anisotrop, und man
kann Evolutionsgleichungen in der Form (68) oder (69) nur für die Anfangsphase der Deformation ver-
wenden.
Mit Hilfe von Gleichung (13) ergeben sich aus den Evolutionsgleichungen für K, X, d und h äquivalente
integralformen. Die integralform für D z. B. lautet
h : he + bei, (7o)
mit
t t
he = (RLog)T* / RLquDe] ds, hei = (RLOg)T* / RL°g* [A d3. (71)
. . 77 A
0 O
Der räumliche Henckysche Dehnungstensor h setzt sich demnach aus einem elastischen Anteil he und
einem elastisch—inelastiscben Anteil hei zusammen. Man beachte, dass das Integral der Verzerrungsge—
schwindigkeit über die Zeit nur in speziellen Fällen wie z.B. Deformationen, bei denen die Hauptver—
zerrungsachsen sich mit der Zeit nicht ändern, ein Verzerrungsmaß ergibt. Es ist eine Eigenschaft der
Log—Rate bzw. Log—Rotation, dass die mitrotierende Zeitintegration der Verzerrungsgeschwindigkeit ge-
nau den räumlichen Hencky Dehnungstensor ergibt.
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 ELASTISCHE SPANNUNGS-DEHNUNGS—BEZIEHUNG
o HYPERELASTISCHE FORM he : (8 E)/(ö 7r)
0
- RATENFORM De 2 (ö 2/877)“g
ELASTISCHER BEREICH EU z: {(77, a) : F _<_ 0}
F = HTFHA — 7T0 -m— K’(K‚)
~ (9F A : 7?
FLIESSREGEL Del : A— = A —‚—
öfl' ||7r IA
EVOLUTIONSGLEICHUNGEN i0 : ||Dei||A_1 : A
iLOg : Hkin Dei
dLOg Z /\ [511 + ß2Y+l
KONSISTENZBEDINGUNG AF 2 0
 
 
KUHN-TUCKER—BEDINGUNG A 2 0, F g O, AF 2 O
Tabelle 1: Finites anisotropes Schädigungsmodell
 
E 70, 000 71'0 0, 243
1/ 0, 200 Hm 0,200
fil 0, 100 fig 0, 00
 
Bild 5: Geometrie7 Randbedingungen, Diskretierung und Materialparameter
Mit obigen Evolutionsgleichungen erhalten wir aus der Dissipations—Ungleichung (24) die Einschränkun-
gen (36) für die Materialkonstanten 773 und n4 und die Bedingung
0 < m < 1 (72)
für die Funktion m. Das Modell ist in Tabelle 1 zusammengefasst.
6 Beispiel
Die numerische Umsetzung des Materialmodells ist in Bruhns und Bongmba (2001) gezeigt worden. Ausv
gangspunkt ist die Ratenform des Prinzips der virtuellen Arbeit, die die Lie—Ableitung des Kirchhoflschen
Spannungstensors beinhaltet. Der benötigte Zusammenhang zwischen der Lie—Ableitung des Kirchhoff-
schen Spannungstensors und der verwendeten logarithmischen Rate ist dort hergeleitet worden. Damit
sind für isotropes Verhalten die Materialmoduli, die zur Berechnung des materiellen Anteils der Steifig—
keitsmatrix benötigt werden, in geschlossener Form angegeben worden. Um die konstitutiven Gleichungen
zu integrieren, wurde die operator—split Methode und als return—mapping—Verfahren der cutting—plane
Algorithmus verwendet. Mit Lemma A aus Xiao u.a. (2000) erfolgt die Integration des Stofigesetzes
kinematisch konsistent.
Als numerisches Beispiel wird hier der Kragbalken in Bild 5 betrachtet. Der Balken hat eine Länge von
20 eine Höhe von 6 und eine Dicke von 1. Der Balken ist am linken Ende eingespannt, und wird belastet,
indem am rechten Ende die vertikale Verschiebung zyklisch vorgeschrieben wird. Das verwendete Netz aus
18 X 6 Elementen und die Materialparameter sind im Bild 5 angegeben. Hier wird lineare Verfestigung
angenommen. Für die Verfestigungsfunktion gilt demnach K’(K) : Hison, wobei Hiso den isotropen
Verfestigungsmodul bezeichnet.
Die Kraft—Verschiebungs—Kurve für den rechten, oberen Knoten ist in Bild 6 dargestellt. Die durchge—
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Bild 6: Kraft F über der Verschiebung w (7 ohne Schädigung, - — - mit Schädigung)
zogene Linie steht für die Berechnung ohne Schädigung und die gebrochene Linie für die Berechnung
mit Schädigung. Die Entfestigung des Materials aufgrund der Schädigung überträgt sich auf das Struk—
turverhalten und ist hier deutlich zu erkennen. Mit dem Materialmodell von Simo (1992) wurde dieses
Problem von Auricchio und Taylor (1999) ebenfalls behandelt. Die Kurve für die elastoplastische Be-
rechnung ohne Schädigung stimmt qualitativ mit der Kurve aus Auricchio und Taylor (1999) überein.
Um die Belastungsamplitude von 6 zu erreichen, wurden insgesamt 250 gleiche Zeitschritte verwendet.
Durchschnittlich wurden 6 Iterationen pro Zeitschritt benötigt. Das Konvergenzverhalten für einen cha—
rakteristischen Zeitschritt ist in Tabelle 2 angegeben.
Iteration Residual Norm Energy Norm
1 1.6120140E+00 5.6005142E-02
2 2.1857094E-O2 5.2952016E-05
3 8.7267394E-03 3.4027211E-06
4 2.2693239E-03 1.1048662E-07
5 1.0694405E-O4 2.3411271E—10
6 5.3240565E-07 3.0073779E-15
7 5.6003696E—12 1.4655195E-24
Tabelle 2: Konvergenzverhalten
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